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低渗透多孔介质非达西渗流动边界界面追踪

刘文超， 姚 军， 王建忠
(中国石油大学(华东)石油工程学院，山东青岛266580)

摘．要：基于低渗透多孔介质非达西不稳定渗流的动边界数学模型，推导动边界移动速度的微分表达式，揭示动边

界移动速度与动边界上地层压力关于径向距离的二次导数成正比；由此利用拉格朗日三点插值公式求得动边界附

近控制方程的有限差分格式，并对下一时刻动边界的精确位置进行追踪．有限差分方法的数值结果表明界面追踪

法可较好地反映低渗透多孑L介质菲达西不稳定渗流动边界的移动规律．
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O 引言
低渗透多孔介质非达西不稳定渗流动边界模型‘1。7。是强非线性的，其精确解析解难以求出．目前，该动

边界模型的主要研究方法包括积分近似解析法¨。3、无网格数值方法【4。3和稳态逐次逼近法旧。3．本文推导

非达西渗流模型动边界移动速度的微分表达式(非Stefan动边界条件)，将传热学中处理Stefan动边界问题

的界面追踪方法Es]引人到低渗透多孔介质非达西不稳定渗流动边界的模型求解中，利用有限差分方法求得

菲达西渗流瞬时动边界的数值解．

本文研究内容适用于低渗透油藏非达西渗流、稠油油藏非牛顿流体渗流以及化学驱三次采油过程中聚

合物非牛顿流体渗流等由于存在地层启动压力梯度或流体的屈服应力而产生的动边界数学物理问题的数值

求解，为非常规油藏开发中的试井和数值模拟技术提供一定的理论基础．

1 数学模型
考虑圆柱形低渗透油层中心一口完善井定产量生产的情况，非达西不稳定渗流模型的假设条件

如下¨-7]：

1)油层均质、各向同性、等温，且顶、底封闭；

2)渗流属于单相水平径向流动，并忽略重力影响；

3)地层流体和地层岩石是微可压缩的；

4)低渗透多孑L介质的非达西运动方程为"，91¨]：

式中k为储层渗透率，单位：mD；／x为流体粘度，单位：mPa-s；P为地层压力，单位：MPa；r为径向距离，单

位：in；tt为渗流速度，单位：In·d～；A为启动压力梯度，单位：MPa·rll～；

低渗透多孔介质不稳定径向渗流的无因次连续性方程可表示为n。1

1 OPD．a2PD A D OPD(rD，tD) ／¨

i瓦+订+i 2—1F一‘ ¨7
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初始条件

JP。I'D=0=0． (3)

定产量的内边界条件为

r。鲁L叫⋯小 ㈩

动边界条件包含

堡f ：一k
(5)Oro rD-6(tD)

“ ”7

PD rD_阳。)2
0· (6)

上述无因次变量定义为

r。2；：-，t。=糌，A。=—khr—．A1．842／zqB，P。(r。，t。)=!!!{裂，～2 i一。2 iF’b 2——，P。(rD，‘。)=∑蠢铲，
式中ct为综合压缩系数，单位：MPa～；咖i为初始孔隙度，小数；￡为时间，单位：h；pi为原始地层压力，单

位：MPa；r。为井筒半径，单位：m；B为原油体积系数，单位：In3·m～；q为油井产量，单位：m3．d～；^为油层

厚度，单位：m；6为动边界移动的径向距离，无因次；r。为无因次径向距离；to为无因次时间；A。为无因次启
动压力梯度；P。为无因次地层压力．

2动边界移动速度
由式(6)，动边界上的无因次压力满足

PD(6(tD)，tD)=0，

将上式的左右两边关于无因次时间进行求导，得

堡J +堡f 堕：0．
a￡D I，。：6(tD) OrD l，。；6(t。)atD

将式(5)代人上式(8)，可得

aPD

afD rD_6(￡D)

而由控制方程式(2)，两边取r。=6(t。)，可得

(7)

(8)

‰蒜． (9)

瓦0Po =上a(t。)堡Oro L‰，+32PDItrD=6(tD) Or"阳n)+志， (10)
a￡D }，。：6(。。) ，。：6(。。) ’艿(￡D)’

k上u’

由式(5)，式(10)简化为

堡OtD L‰，2孥Or L‰，， ⋯，
l，。：5(1。) D

2

J，。：占(f。)’
、11 7

将式(11)代入式(9)，可求得动边界移动速度的表达式为

A。筹2象L‰，· ⋯，

从式(12)可以看出，低渗透多孔介质低速非达西渗流动边界移动速度与动边界上无因次地层压力关于

无因次径向距离的二次导数成正比，这与传热学中经典Stefan问题⋯的动边界条件县不同的

3界面追踪法求解数学模型

做变换戈=In(r。)，则式(2)～(4)、式(6)和式(12)可变为

磐+e“A。：e—_十 n 2

clX dfD

=0，

(13)

(14)
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孚1：_(1+AD)， (15)

P。l。：。=0， (16)

小‘蔫=≥+壶警b ㈣，

其中，f=In 6．

3．1 拉格朗日三点插值公式

假定戈。，戈。，X2三点上的函数值为：灭戈。)，八菇，)，苁戈：)；则函数八并)利用拉格朗日插值函数可表示为∽，121

八戈)=y 1。(戈)八菇。)， (18)

其中，l。(冀)为拉格朗日插值函数，有呻，121

“小。f：i0鲁k等． (19)
m= ＼巾 巾m／

利用式(19)，式(18)中八戈)的二阶导数

∥㈤=2(百等‰ + 八x。)

(戈1一茹2)(戈1—

3．2界面追踪有限差分格式

图1为采用固定格点下，第，△￡时刻动边界位置

(图中虚线处)；可以看出，动边界毒位于i Ax和(i+1)

缸两格点之间的(i+∥)Ax处；m’为表征．『△￡时刻动

边界精确位置的分数．

对于0≤n<i，无因次地层压力二阶导数均采用显

式中心差商，控制方程式(13)的差分格式为

坠}拿丢坐+eiAXA D：e
(Ax)2 △￡

‘

(21)

卜2

堡粤一1． (20)
zo)(戈2一z1)／

图1 动边界处格点示意图

Fig．1 Schematic of grids near a moving boundary

当n=i时，由于动边界的存在，式(21)形式的差

分格式不再适用，可利用二阶导数的拉格朗日插值表达式即式(20)推导其差分格式．第．『At时刻，动边界附

近的三个数据点分别为，((i一1)Ax，P。：一。)，(iAx，P。：)，(孝’，0)；其中，动边界径向距离眚’=(i+∞’)Ax；

于是，由式(20)，可求得n=i处，无因次地层压力二阶导数的差分格式为

等=击(等+了PZA )． ㈣，以2一(x)2I而十了J． 卜纠

于是，动边界附近控制方程的差分格式可表示为

—(上Ax)2f1堕tO，+1+孑DiP、=e
同样，利用式(22)，将式(17)进行差分后，可得

：心P。：“一P。j

小∥学=争南(一PD：一+-I P∥D',／，
由上式，可求出∞p1，即确定了第(_『+1)At时刻动边界所处的精确位置．

3．3程序算法

1)初始化

(23)

(24)

由式(14)，初始时刻J=0时的无因次地层压力为

P。：=0． (25)

假定左侧存在一虚拟格点(图2所示)，标号为一1，压力导数采用向后差商，则内边界条件即式(15)的差分格
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式为

半=l+^。，(J=。，1，2，)．(26)
由式(25)和式(26)，初始时刻j=0时，

JpD!l=(1+^n)缸． (27)

假设初始时刻动边界所处的距离为uo=s，且￡很小

几乎为零．i=0，n=O时，式(23)和式(24)有

志∞p00+譬卜=≮等，㈣，

o 1

罔2井附近格点分布示意图

Fig
2 Schematic of grids nesr we

扣。生产=≥+可爵(未+譬)-^D。—1■ 2了+万了砑l赢+吉J‘
将式(25)、(27)及e5 z1 0与e“=l 0代人式(28),0(29)，可分别求得At时刻的无因次地层压力

PI,j=2aAzt(1+A。)+^n△￡，

1 At 2At(1+^D)。2五+面r—F’

(29)

(30)

(31)

佴利用式(26)，可得

Pn 11=2缸At,、1+^。)+A。△c+(1+^。)△x．
(32)

若山‘≤1．0，则将已求出的P。：、叫’和P。!．代人式(23)、(24)和(26)，计算下一时间步的P。：、∞2和P。：。；循

环至√>1 0：

2)利用拉格朗日插值公式即式(18)和(19)，可求得

％，一手÷}％，+垫乞业蹦， (33)

再令：i=i+1．√=√一1．0；町通过适当缩短时问步长和增加宅问步长，使得√≤1．0；

3)利川已求H_；的P。：。(n=一l，-，i)和√代人式(21)、(23)、(24)和(26)计算下一时间步的_p。：¨(n=一1，

．i)和√“；衙王f、至√‘>l 0；j=j’，转2)

4数值结果

利川VC++编制数值计算程序，可分别求得A。=O．002、0 005、0 007、0 009时对应的动边界瞬时变化数据，并

5i数值结求绘制动边界的瞬时变化Im线图，如图3所示从图3可以看出，无因次启动压力梯度越大，任意时刻动

边界的距离越小，动边界的移动速度电越慢；而且无因次

启动垭力梯度越小，无因次启动碰力梯度对动边界的影响

越敏感这与积分近似法。⋯、无网格方法4。l和稳态逐次

逼近法⋯得出的动边界移动规律保持一致．因此，本文

利用界面追踪法求解关于低渗透多孔介质非达西渗流的 。

动边界问题，町以较好的反映动边界的移动规律，而且程
4

序算法相对简单，方便于工程计算

5 结论

1)推导了低渗透多}L介质非达西不稳定渗流动边

界移动速度的微分表达式，小同于传热学中的Stefan动

边界条件；传热学中处理Stefan动边界问题的界面追踪

法可应用于求解低渗透多孔介质非达西渗流的非

图3动边界瞬时变化曲线

Fig 3 Transient moving boundaries
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Stefan动边界问题．

2)利用拉格朗13三点插值公式求得动边界附近控制方程的差分格式，并对非达西渗流动边界的界面进

行追踪，求得下一时刻动边界的精确位置．

3)程序算法简单，计算效率高；可通过适当缩短时问步长和增加空间步长进一步提高计算精度和数值

稳定性。数值结果表明界面追踪法能正确反映低渗透多孔介质非达西不稳定渗流动边界的移动规律。
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Front Tracking for Moving Boundary of Non-Darcy Seepage Flows in

Low—permeability Porous Media

LIU Wenchao， YAO Jun， WANG Jianzhong

(School of Petroleum Engineering，China University of Petroleum，Qingdao 266580，China)

Abstract： Based on a mathematical model of non—Darcy unsteady seepage flows in low—permeability porous
media with moving

boundary conditions，a differential equation of propagation velocity for moving boundary was deduced．It indicates that propagation

velocity of a moving boundary is proportional to the second derivative of formation pressure with respect to radial distance on the moving

boundary．And with Lagrange three—point interpolation formula，finite difference scheme of governing equation near a moving boundary

was obtained．Exact position of a moving boundary is able to be tracked．Numerical results show that the front tracking method

describes propagation behaviors of moving boundary of non．Darcy unsteady seepage flows
in low—permeability porous media well．

Key words：low—permeability porous media；front tracking method；non—Darcy seepage flow；threshold pressure gradient；finite

dj￡ference method
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